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1 Fundamentacao Teérica

Esta secao fixa a notacao e apresenta os resultados tedricos que sustentam toda a andlise

computacional do experimento, seguindo [1], Capitulo 2.

1.1 Notacao de Landau

Dadas fungoes f, g : Rog — Rxg, escrevemos f(h) = O(g(h)) quando h — 0 se existe
C > 0 tal que f(h) < Cg(h) para h suficientemente pequeno. Usaremos esta notacao
exclusivamente para descrever o comportamento dos erros de quadratura conforme o

passo h — 0 (equivalentemente, L — oo com ¢ fixo).

1.2 O problema de valor inicial e o operador de Picard

Considera-se o problema de valor inicial
$, = F(ta $)a [L’(to) = Ty, (1)

onde F : U — R? é continua num aberto & C R x R? e localmente Lipschitziana em .
A ideia central do método de Picard é reescrever (1) como equagao integral e aplicar o

Teorema do Ponto Fixo para Contragoes.

Definigao 1.1 (Operador de Picard). Dado € > 0, o operador de Picard L:Y —Y
age em funcoes continuas 7y : (ty — &, tg +¢) — RY, com () = g, por
t

(Ly)(t) = mo+ F(s, 'y(s)) ds. (2)

A sequéncia de iterados de Picard é definida por 9 = z¢ € V41 = L7, para n > 0.

1.3 Existéncia e unicidade

O resultado de existéncia e unicidade local, sobre o qual todo o experimento se apoia, é

0 seguinte.

s

Teorema 1.2 (Existéncia e Unicidade, [1] Teorema 2.4). Suponha que F : U — R? ¢é

continua e localmente Lipschitziana em x. Entao:

1. para todo (to, o) € U, existem algum intervalo aberto I e alguma solugdo vy : I —
R? de (1) tais que ty € I e y(tg) = xo;

2.sev: I} = R? ey : Iy = R? sdo solugoes de (1) e emiste ty € I, N Iy tal que
M(to) = 12(to), entio 1 (t) = 72(t) para todo t € Iy N I.



Nas condigdes do item (1), dizemos que v é uma solucao de (1) com condigio
inicial y(ty) = xo. O item (2) afirma que duas solugoes que coincidem num ponto

coincidem em toda a intersecao de seus dominios.

1.4 Estimativa quantitativa e cota do erro

O Teorema 1.2 garante existéncia e unicidade, mas nao fornece uma estimativa explicita
para o tamanho do intervalo de defini¢cao da solugdo nem para a taxa de convergéncia dos

iterados. Esses dois pontos sdo tratados pelo refinamento a seguir ([1], Teorema 2.12).

Teorema 1.3 ([1] Teorema 2.12). Dado (tg,x¢) € U, fize § > 0 tal que Bs(to) X Bs(zo) C
U. Defina
M(8) = sup{[|[F(t,)|| : |t —to] <3, [|lz — ao|| < 5} (3)

e seja C'(0) a constante de Lipschitz de F em x sobre essa regidgo. Para todo ¢ > 0

satisfazendo

e < &(6) = min{é, Mié)} (4)

existe solugio tnica  : (ty — €, to +¢) — RY de (1), e os iterados de Picard convergem

uniformemente para ela nesse intervalo.

A condigao (4) garante que o operador de Picard leva Y em si mesmo e que L"
é uma contracao para algum x > 1, conforme estabelecido pelo Lema 1.4 abaixo. A

convergéncia segue entao do Teorema do Ponto Fixo para Contragoes.

Lema 1.4 ([1] Lema 2.13). Nas condigoes do Teorema 1.3, para todo n > 1 e quaisquer

Y, €Y,

(C@)" 1t —tol”

n!

I£"(v)(8) = L (v2) ()] < d(n,72),  |t—tol<e  (5)

onde d(v1,7%2) = SUPy_yj<c |11 () —12(t)||. Em particular, eviste k > 1 tal que L~ é

uma contracao em Y .

O resultado central para toda a andlise numérica do experimento é o seguinte

corolario, que quantifica a velocidade de convergéncia dos iterados.

Corolario 1.5 (Cota do erro, [1] Corolario 2.14). Sob as condicoes do Teorema 1.3,

(Cye)”

I = all, < M)

Vn >0, (6)

onde x € a solugdo exata de (1) e ||| = supy_y<c |- [|-



Demonstragdo. Aplicamos o Lema 1.4 com v, = 79 = xg € 72 = . Como x é ponto

fixo de £, tem-se L™(x) = x para todo n > 0, logo 7, = L"(y) e

C(o)" [t —tol”

n!

[ (8) = 2@ = [[£7(v0) (8) = L (2) (O] <

(v, ). (7)
Como vy = 2y e x satisfaz a equacdo integral z(t) = zo + [;, F(s,x(s)) ds, temos

lzo — =(8)]] = H/t;F(S’x(S))dS < M(0) [t —to] < M(d)e,

logo d(vp,x) < M(6)e. Substituindo em (7) e tomando o supremo em ¢:

c(o)men

n!

ln = | < - M(6) e = M(9)
Por fim, a condigao (4) implica e < §/M (6), isto é, M () e < 6. Como € < ¢ e podemos
sempre tomar M (6) > 1 (pois F' é ndo-nula em geral), majoramos o fator € extra usando

M(0)e < M(0), obtendo

(Co)e)"

n!

I =2l < M(9)

Y

que é (6). O

A equagao (6) conecta os parametros M, C' e £ ao nimero minimo de iterados

necessarios para atingir uma tolerancia 7:
(Cye)”
Npax(7) = minqn e N: M(§) ~—— <717 (8)

Observagao 1.6. O comportamento do lado direito de (6) em fungao de n depende

crucialmente do produto C(¢) e:

e Se C(§)e < 1: o fatorial domina a poténcia desde o primeiro iterado, e a cota

decresce monotonamente em n.

e Se C(6)e > 1: o termo (Ce)"/n! cresce até atingir um maximo em torno de
n ~ C(0)e e s6 entdo decai via o fatorial. A convergéncia da sequéncia é
garantida pelo Teorema 1.3, mas Ny, pode ser significativamente maior do que

no caso C'e < 1.

Em particular, o fatorial domina qualquer poténcia fixa, de modo que a cota (6) tende
a zero para todo valor de C'(J) ¢ — apenas a taxa varia. Esta distingdo é relevante nos

Objetivos 4 e 5, onde &,,m, excede €.



1.5 Discretizagcao e erro de quadratura

Computacionalmente, a curva 7, ¢é representada por L valores em pontos igualmente

espacados

k
tk:t0—€+ﬁ'2€, kZO,l,...,L—l, h = . (9)

Para que tq = 0 coincida com um indice da malha, é necessario que L seja impar; nesse
caso ig = | L/2] satisfaz t;, = 0.

A integral em (2) é aproximada por duas regras classicas:

¢ k . .
(Trapézio) ’ fds =~ Z finthi h, erro global O(h?), (10)
to Jj=to+1 2
. k
(Retangulo) t ' fds =~ > fi_1h, erro global O(h), (11)
0 j=to+1

onde o erro global ¢ acumulado sobre [ty, to+ €] e expresso em termos de h = 2¢ /(L —1).

O erro total do n-ésimo iterado discreto 7 satisfaz

(Coye)”

h 27—
nyn —xHOO < M(6) " + 0(8 L p) , (12)
: —_——
erro de convergéncia erro de quadratura

com p = 2 para o trapézio e p = 1 para o retdngulo. Aumentar n reduz o primeiro termo
via o fatorial; aumentar L reduz o segundo como L~P. Para n fixo e suficientemente
grande, o retdngulo atinge um piso de erro irredutivel proporcional a €2/L, que nao
pode ser eliminado aumentando o ntmero de iterados — apenas aumentando L ou

diminuindo €.

2 Objetivos do Experimento

O experimento esta organizado em cinco objetivos progressivos, correspondentes as

instrugoes da Segao 2.6 de [1]:
1. Escreva o método de Picard em codigo computacional.

% com condigdo inicial z(0) = 1. Calcule

2. Considere a equagao diferencial 2’ = x
os primeiros iterados de Picard num dominio [0,¢) adequado. Compare com
a solucao exata z(t) = 1/(1 —t) e estime o erro do n-ésimo iterado de Picard.

Represente os resultados graficamente.

3. Utilize este método para calcular solugoes no dominio (—¢,¢). Observe o com-

portamento do método de cdlculo da integral (regra do retdngulo, férmula do
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trapézio) no ponto extremo esquerdo da curva e explique o problema observado.

Como resolvé-1o?

4. O método encontra solugoes em intervalos maiores que (—&,¢)? Investigue a
convergéncia dos iterados de Picard em tais dominios maiores, inclusive em todo

o intervalo (—oo, 1) de defini¢do da solugao.

5. Repita os passos (2) a (4) para a equagao diferencial 2”7 = —x + 2sint com
condicao inicial z(0) = 1, 2’(0) = 0. A solucao exata é x(t) = (1 —t) cost + sint.

Note que, neste caso, o problema tem dimensao d = 2.

Todos os codigos desenvolvidos no texto se basearam na linguagem de programacao

python e em suas bibliotecas NumPy e MatPlotLib.

3 Objetivo 1

A implementacao do Objetivo 1 ja incorpora a anélise de parametros 6timos desenvolvida
na Secao 1, antecipando a discussao que percorre todos os objetivos seguintes. O dominio
[0,e*] com £* = 0,25 é escolhido de modo a maximizar o raio garantido pelo Teorema 1.3

para F(t,z) = x?; a justificativa quantitativa é dada na Secdo 3.1 abaixo.

3.1 Configuracao

Parametro Descricao Valor
€ Raio do dominio [0, €] 0,25
L Pontos de discretizacao 500
N Iterados de Picard 8
x Condigao inicial 1,0

Tabela 1: Parametros do Objetivo 1.

Justificativa para e = 0,25: Considere F(t,z) = 2° e (ty,9) = (0,1), as quantidades
de (3) sobre [—4,4d] x [1 — 6, 1 4 6] sao:

J

M) = (1+6)>  C@©)=201+46), =)= o

(13)

onde a tltima igualdade segue de (1 + )% > 1 para § > 0, que garante que o minimo

em (4) é sempre o segundo argumento. Maximizando £(0):

d[ o 1-6 . .1 e e
@[(1”)2]—(1”)3—0 = 0=1 &=3;=02 M=0C=4 (14



Com C(6*)e* =1, a cota (6) reduz-se a ||y, — x|, < 4/n!, que para n = 8 fornece
4/8! = 9,9 x 107°. A convergéncia observada é tipicamente melhor do que esta cota
superior, uma vez que (6) usa o supremo sobre toda a bola Bs«(zg) e ndo apenas sobre

a trajetoria da solucao.

3.2 Implementacao

import numpy as np

eps = 0.25; L = 500; N = 8; x0 = 1.0
t = np.linspace(0, eps, L)

def F(t, x):

return x*%*2

y = np.zeros ((N+1, L))
y[o, :1 = x0

for n in range(N):
for k in range(L):
integrando = F(t[:k+1], y[n, :k+1])
y[n+1, k] = x0 + np.trapezoid(integrando, t[:k+1])

Listing 1: EDO1.py — implementagao do operador (2).

Na linha 3 esta a definicao dos parametros; na linha 4 geramos a sequéncia de
nimeros t; com espagamento uniforme dentro do intervalo [0,¢]. Nas linhas 6 e 7,
definimos a fungao F'(¢, x) relacionada a EDO do objetivo 2. Na linha 9 estamos gerando
uma matriz de tamanho N + 1 x L, na linha 10 implementamos nossa condic¢ao inicial.
A matriz y[n, k] armazena ~,(t;). A linha 13 discretiza a recorréncia da Definigao 1.1:
para cada t, integra F'(s,v,(s)) de to = 0 a t;, pela regra do trapézio sobre os k + 1
pontos calculados. Como os passos do codigo sdo construtivos, para melhor fluidez do
texto e evitando repeticoes, nos préoximos codigos discutiremos apenas os aspectos novos
e as modificagoes. Todos os coédigos completos dos experimentos estarao disponiveis no
site do experimento e no GitHub do autor.

GitHub: experimento-picard
Site: https://victormoura22.github.io/


https://github.com/VictorMoura22/experimento-picard
https://victormoura22.github.io/
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Figura 1: Iterados v1,...,7s e solucdo exata x(t) = 1/(1 — t) (tracejado vermelho) em

[0, 0,25]. A convergéncia é rdpida gragas a C'e* = 1 (Observacao 1.6).
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Figura 2: Zoom para observacdo do comportamento da convergéncia.

4 Objetivo 2

O Objetivo 2 estende a andlise para ¢ = 0,5 > £* = 0,25, saindo da regiao de garantia do
Teorema 1.3, e introduz a comparacao entre os integradores do trapézio e do retangulo.

A convergéncia fora do raio teérico é justificada pela conexao entre os iterados de Picard
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1

e as somas parciais da série geométrica (15), discutida na Segao 4.1 abaixo; a diferenga
de ordem entre as duas regras de quadratura é entdo quantificada pela tabela de erros
da Secao 4.3.

4.1 Configuracao

Parametro Descricao Valor

€ Raio 0,5
L Pontos 2000
N Iterados 14

Tabela 2: Parametros do Objetivo 2.

Embora ¢ = 0,5 > ¢* = 0,25 ultrapasse a garantia do Teorema 1.3, a convergéncia
numérica ocorre em todo o intervalo [0, 0,5]. Isso decorre de um fato estrutural: os
iterados de Picard para F(t,z) = 22 com x(0) = 1 coincidem exatamente com as somas

parciais da série geométrica
1 o0
a(t) = —— => ¥, (15)
L=t k=0

cujo raio de convergéncia é |t| < 1. Portanto, para qualquer ¢ < 1, os iterados convergem
para a solucao exata, ainda que o Teorema 1.3 s6 garanta isso para ¢ < €* = 0,25. Este
¢ um dos pontos matematicamente mais elegantes do experimento, pois o método de
Picard constréi, iterado a iterado, os coeficientes da expansao em série de Taylor da

solucao.
4.2 Implementacao das duas regras
h = t[1] - t[0]

for n in range (N):

for k in range(L):

integrando

y_tpln+1l, k]

F(tl:k+1], y_tpln, :k+1])
x0 + np.trapezoid(integrando, t[:k+1])

for n in range(N):

for k in range(L):

integrando
y_rt[n+1l, k]

F(t[:k+1], y_rtln, :k+1])

x0 + np.sum(integrando[:-1]) * h

Listing 2: EDO2.py — Métodos do trapézio e retangulo.
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A regra do trapézio ja foi implementada na Cédigo 1, discutiremos apenas a implemen-
tacao do novo método. Na regra do retdngulo, integrando[:-1] seleciona os k pontos

a esquerda de cada subintervalo, implementando (11).

Trapézio
2.0 14
== splugdo exata
12
1.8 A
10
1.6 -
=
8 o
% s
@
=
6
4
2
t
Figura 3: Iterados 71,...,714 pelo método do trapézio e solugdo exata (tracejado vermelho).
Retangulo
14
== solugdo exata
12
1.8 -
10
1.6 -
=
8 o
x I
[
=
6
4
2
t
Figura 4: Iterados 71,...,714 pelo método do retdngulo e solucdo exata (tracejado

vermelho).
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4.3 Tabela de erros

Tabela 3: Erro maximo ||y, — x|/, em [0, 0,5]. L = 2000, N = 14.

n Trapézio Retangulo
0 1.00e+00 1.00e+00
2 2.08e-01  2.08e-01
5 4.67e-03  5.32e-03
8 2.53e-05  7.18e-04

11 8.11e-08  6.93e-04
14 1.25e-07  6.93e-04

-3 i
10 —— erro trapézio

erro retangulo
10—4 4

1075 4

10-6 4

10-7 4

erro pontual

1078 A

1079 4

10-10 4

10-11 4

T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 5: Erro pontual |y14(t) — z(t)| em escala logaritmica. O trapézio apresenta erro
sistematicamente menor, consistente com a diferenca de ordem em (10)—(11).

5 Objetivo 3

O Objetivo 3 estende o dominio para (—¢,¢), exigindo integragao bidirecional a partir
de ty = 0. Essa extensao expoe um problema assimétrico entre os dois integradores
no extremo esquerdo: enquanto o trapézio mantém convergéncia em L, o retangulo
acumula um piso de erro irredutivel que nao pode ser reduzido aumentando N. O

dominio mais amplo (¢ = 0,85) também prepara a andlise de convergéncia para dominios

maiores desenvolvida no Objetivo 4.
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1

2

5.1 Configuracao

Parametro Descricao Valor

€
L
N

Raio de (—e,¢) 0,85
Pontos (impar) 10001
Iterados 14

Tabela 4: Parametros do Objetivo 3.

O valor impar de L ¢ exigido para que ig = | L/2] = 5000 satisfaca t;, = 0 exatamente

(ct. (9)).

5.2 Integracao

Para t < ty = 0, a equagdo integral (2) requer

0
i) =30 = [ F(s. () s, t<0.

Assim, podemos dividir o algoritmo de integracdao nas seguintes etapas:

i0o =L // 2 # indice de t

for n in range(N):

for k in range(L):

if k > i0: #
intg
y_tpln+1, k]

elif k < i0: #
intg

y_tpln+1, k]
else:

y_tpln+1, k]

=00

> 0

F(t[i0O:k+1], y_tpln, i0:k+1])

x0 + np.trapezoid(intg, t[i0:k+1])
< 0: sinal mnegativo

F(t[k:10+1], y_tpln, k:i0+1])

x0 - np.trapezoid(intg, t[k:i0+1])

x0

Listing 3: EDO3.py — integracao bidirecional.
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Trapézio
14

5
== splugdo exata
12
4 4
10
3 -
8
e
2 / [

Figura 6: Método do trapézio em EDO3.py .

iterado n

Retangulo
5 14
== solugdo exata
12
4
10
3_
IS
8 o
x ®
e
[0
=
21 6
/ 4
14 -__,--"'
I NS —
5’.—.-_-_-‘
2

Figura 7: Método do retdngulo em EDO3.py .

5.3 Piso irredutivel do retangulo no extremo esquerdo

O erro de quadratura global da regra do retdngulo ao integrar sobre [t,0] para t < 0 é

2
erro retangulo = O(h) - |t| = (’)<€L> .
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Para o trapézio, o erro local por subintervalo é O(h?), resultando em erro global
O(g?/L?). Consequentemente, para € fixo e N suficientemente grande (de modo que
o primeiro termo de (12) seja desprezivel), o retdngulo exibe um erro estacionério
proporcional a £2/L que nio pode ser reduzido aumentando N, apenas aumentando L.
O trapézio converge duas ordens a mais em L, tornando-o sempre preferivel do ponto

de vista da convergéncia.

5.4 Tabela de erros

Os decaimentos na Figura 8, sdo pontos onde a curva iterada toca ou se aproxima muito
da solugao exata. A assimetria entre os lados ¢ > 0 e t < 0 na Figura 8 deve-se ao

acumulo de erro pelo uso de pontos a esquerda.

n Trapézio Retangulo

5.67e+00  5.67e+00
2.94e+00  2.94e+00
7.32e-01  7.39e-01
6.67e-02  7.97e-02
12 2.36e-03  1.66e-02
14 1.65e-04  1.44e-02

Tabela 5: Erro maximo |y, — ||, em (—0,85, 0,85). L = 10001, N = 14.

—— erro trapézio
erro retangulo

10—3 4
107" A
1077 -

10-% 4 ﬁ

10-11 4

erro pontual

T T T T T T T
—0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75
t

Figura 8: Erro pontual |y14(t) — z(t)| em escala logaritmica.
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6 Objetivo 4

O Objetivo 4 concentra as contribui¢oes computacionais e tedricas mais relevantes do
trabalho. Do lado algoritmico, a implementacao direta de complexidade O(NL?) é
substituida por uma versao incremental de complexidade O(N L), tornando vidvel o uso
de L = 20001 pontos. Do lado tedrico, calculam-se M (4), C'(d) e £(d) para F(t,z) = z?,
determina-se o parametro 6timo 6* e obtém-se Ny (7) como fungao da tolerancia
admissivel. A questao da convergéncia para ¢ > &*, inclusive no limite ¢ — 17, é

tratada via a série geométrica (15) discutida no Objetivo 2.

6.1 Configuracao

Parametro Descrigao Valor
€ Raio 0,99
L Pontos (impar) 20001
N Iterados 30

Tabela 6: Parametros do Objetivo 4.

6.2 Redugio de complexidade: O(NL?) para O(NL)

Na implementac¢ao dos Objetivos 1-3, o célculo de 7,41(tx) aplica o algoritmo de
quadratura no subintervalo [t;,, ], 0 que exige o recalculo de toda a integral desde o
ponto inicial a cada passo, cujo custo é O(k — iy) operagdes. Somando sobre todos os

pontos a direita de ig:

e de forma andloga no lado negativo (k < ig), totalizando O(L?) por iterado e O(N L?)
no total. Para N = 30 e L = 20001, isso representa ~ 3 x 10° operacoes.
A redugdo a O(NL) baseia-se na propriedade de acumulagio incremental: a

regra do trapézio satisfaz

TR NS T A N ) (17)

_[2_:]2__1“'_ 2 20

e a do retangulo,
L =1y + furh. (18)

Cada I}/ custa ©(1) operagdes, reduzindo o custo por iterado a O(L). A recorréncia

analoga no sentido negativo usa I, = I, + (fi + frgt1)h/2.
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1

2

Versao Complexidade Operacoes (estimativa) Fator

Direta (Objetivos 1-3) O(NL?) ~ 3,0 x 10° 2500 x
Incremental (EDO4_ v2) O(NL) ~ 1,2 x 10° 1x

Tabela 7: Comparativo de complexidade para N = 30, L = 20001.

A estimativa da versdo direta usa N - L?/4 operagoes(as contribuicoes positiva e

negativa somam L?/4, obtido de (16)), a versao incremental usa N - 2L operacoes.

for n in range(N):
f_tp = F(t, y_tplnl) # avalia F uma vez em todos os

pontos

I_tp_pos = np.zeros (L)
for k in range(i0 + 1, L): # direcao positiva
I_tp_pos[k] = I_tp_pos[k-1] + (f_tplk-1]+f_tpl[k])/2.0 *
h

I _tp_neg = np.zeros(L)
for k in range(i0O - 1, -1, -1): # direcao megativa
I_tp_neglk] = I_tp_neglk+1] + (f_tplkl+f_tpl[k+1])/2.0 =*
h

y_tpln+l, i0+1:]
y_tp[n+1, :i0]
y_tp[n+1, i0] = x0

x0 + I_tp_pos[iO+1:]

x0 - I_tp_negl[:1i0]

Listing 4: EDO4_v2.py .
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Trapézio
30 . 30

25

20

,_.
(%]
iterado n

10

Figura 9: Método do trapézio em EDO4.py .

Retangulo
30 30

25

20

,_.
un
iterado n

10

Figura 10: Método do retangulo em EDO4.py .

6.3 Analise teérica completa para F(t,z) = ?

As quantidades (13) foram determinadas em (14). A Tabela 8 lista os valores para

escolhas representativas de ¢, ilustrando que §* = 1 é o tinico méaximo de £(6).
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5§ M@  C©B)  £(8)  Nupa(r =1079)

0,25 1,5625 2,5000 0,1600
0,50 2,2500 3,0000 0,2222

1,00 4,0000 4,0000 0,2500 11
1,50 6,2500 5,0000 0,2400 12
2,00 19,0000 6,0000 0,2222 12

Tabela 8: Quantidades tedricas para F' = 22 em funcio de . 6* = 1 maximiza £(J) e

minimiza Nyax.

Raio de convergéncia £(5), M(6), C(6)

— £(8)

7] — m(a)

— C(5)

-——— §'=1.00
. £'=025

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
Figura 11: Curvas ¢(9), M(§), C(6) e maximo 6* = 1 (tracejado vertical).

O valor Nyax(7) definido em (8) ¢ calculado via a recorréncia

\ (€O (cart ce

n! (n—=1! n’

que evita overflow numérico ao nao calcular as poténcias e os fatoriais separadamente.
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Tolerancia 7 Npax

1072
10~

6
8
11
12
14
17

Tabela 9: Np.x(7) para F = 22 com ¢*

30

=1, e* = 0,25.

lterados necessarios Npmax(8, T)

251

204

15+

Nmax(T)

— T=1e—-02
— T=1a—-04
— T=1le—06
— T=1a—-08
T=1e-10
T=1le—-12
-—- &5"=1.00
r____j——--*f__________f
10 - I | ———
| I I
] ‘_l l_._!
T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1 1.25 1.50 175 2.00

Figura 12: N,.x(d, 7) para seis tolerdncias.

6.4 Comparacao entre os dominios

O codigo usa epum = 0,99 > * = 0,25. O Teorema 1.3 ndo garante convergéncia
para € > £(0*); contudo, conforme observado na Secao 4, a série (15) converge para
|t| < 1, de modo que os iterados convergem numericamente em [t| < 0,99. Para
t € (0,99, 1), a solugao cresce rapidamente em dire¢ao a singularidade em ¢t = 1 e os
iterados precisam de N > Ny, (e*) iteragoes para acompanhd-la, conforme ilustrado
pelo produto Ceyym = 4 % 0,99 &~ 3,96 > 1 (Observagao 1.6). Isso explica por que, na

Figura 13, as barras numéricas sao sistematicamente mais altas do que a cota tedrica

calculada com &*.
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{dominio |t =0.9; gum =0.99>¢" =0.25)

Ny, tedrico (67)
B trapézio numérico
B retangulo numérico

254

20+

15

iterados necessarios n

10 ~

1071 1072 1073 107 107°% 10-%
tolerancia T

Figura 13: Comparacao entre os Nyax obtido analiticamente e as iteragdes aos métodos do
trapézio e retangulo. (Secdo 6.2).

7 Objetivo 5

7.1 Formulagcao do problema

A equagao " = —x + 2sent com condigoes iniciais 2(0) = 1, 2/(0) = 0 é reescrita como

sistema de primeira ordem:

T To (1
o) = (Lo tn) 0= (0) w0

F(t,x)

A solucao exata é
x1(t) = (1 — t) cost + sent, xo(t) = —(1 — t) sent. (20)

Ao contrario do Objetivo 4, x é uma funcdo inteira em R (sem singularidade real),

implicando que os iterados convergem em qualquer dominio compacto.
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7.2 Configuragao

Parametro Descricao Valor
€ Raio 0,9468
L Pontos (impar) 20001
N Iterados 14
X0 Condicdo inicial (1, 0)T

Tabela 10: Parametros do Objetivo 5.

7.3 Adaptacoes para d =2

O vetor de iterados passa a ter forma (N + 1, L,2) e os acumuladores I, I~ tém forma

(L,2); a recorréncia (17) é aplicada elemento a elemento pelo NumPy sem alteracao de

cédigo.
Objeto EDO4 (d=1) EDO5 (d = 2) Descrigao
y_tp (N+1, L) (N+1, L, 2) Iterados
I_tp_pos (L,) (L, 2) Acumulagao positiva
x0 1.0 array([1.,0.]1) Condi¢ao inicial
Tabela 11: Diferengas de estrutura entre EDO4 e EDO5.

1 def F(t, x): # xz tem estrutura (L, 2)

2 dx1 = x[:, 1]

3 dx2 = -x[:, 0] + 2.0 * np.sin(t)

return np.column_stack ([dx1l, dx2])

¢ y_tp = np.zeros ((N+1, L, 2))
v y_tplO, :, :1 = x0 # 0 = array([1., 0.])

o I_tp_pos = np.zeros((L, 2))
o for k in range(iO + 1, L):
11 I tp_poslk] = I_tp_poslk-1] + (f_tplk-1]+f_tplk]) / 2.0 * h

Listing 5: EDOb5.py

22



=

=

Trapézio

1.75 4 == exata x1
- exata x3
—— iterados x1 (solido)
1.50 1 iterados x2 (pontilhado)
1.25
1.00 A o
- ——
e
0.75 4
0.50
N\
\\
0.25 1 \\
~
\\
0.00 1 \\\.\ -
—0.25 """'5--.....-4-""'
T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 —0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
t
Figura 14: Método do trapézio em EDO5.py .
Retangulo
1.75 1 — = exata x1
- exata x2
—— iterados x1 (salido)
1.50 1 iterados x2 (pontilhado)
1.25 A
1004 N meme—————— ——
———
T ————
0.75 4
0.50 4
0.25 1 ~
~
\\
0.00 4 .
—0.25 1
T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 —0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
t

Figura 15: Método do retangulo em EDO5.py .
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Erro pontual — Trapézio, iterado n =14

107% 5
10710 5
10711 5

lo-né

erro pontual

10*13;
10714 5

10715 5
1 —— trapézio x1

10_15; —— trapézio x;

T T T T T
-1.00 —-0.75 —0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
t

Figura 16: Erro pontual Trapézio em escala logaritmica, iterado n = 14.

Erro pontual — Retangulo, iterado n =14

107%
1077 1
= -3
E 10
c
[=]
(=K
g 1011
()
1_0713 -
10-15 4 —— retangulo x;
—— retangulo x;
T T T T T T T T T
-1.00 —-0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

t

Figura 17: Erro pontual Retdngulo em escala logaritmica, iterado n = 14.

7.4 Andlise para o sistema bidimensional

Constante de Lipschitz: Para F(t,x) = (z9, —x1 + 2sent):

F(t.x) = F(ty) = _f;‘_y;) CIFE0 - FEy I =lx-yl. @D

Portanto C'(0) = 1 para todo 6 > 0. F é afim em x com parte linear Ax, onde

A= (_01 é) é uma rotacdo e, portanto, uma isometria. A norma espectral de A é
|All, =1, o que é equivalente a (21).
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M(6): Sobre |t| <0, |x; — 1] <0, |xe] < 6, o pior caso ocorre em x9 = 9§, x3 =1 — 0,

M(8) = /62 + (5 — 1 + 2sen d)2. (22)
Para 6 — 0%, M(5) — 1.
Problema C(9) M (90) o e*
F =2z 2(1+6), cresce  (1+4§)* 1,0 (exato) 0,25 (exato)
Sistema 2D 1, constante (22)  (numérico) > 0,25

Tabela 12: Comparativo das quantidades teéricas entre os dois problemas.

Raio de convergéncia £(6), M(8), C(6)

— ()
{5}

== C(0)=1
49 -—— 5'=4376
. £'=0.947

R S S IV N, N

Figura 18: Curvas £(9), M(9), C(d) e maximo 6* = 4,376 (tracejado vertical).

Consequéncias para Ny,.: Com C(§) = 1 ee = 1, o produto Ce = 1, e pela
Observacao 1.6 a cota (6) reduz-se a M (5*)/n!, que decresce monotonamente desde o
primeiro iterado. Por outro lado, no Objetivo 4 com e, = 0,99, o produto Ce,um ~
3,96 > 1 implica que os primeiros iterados pioram antes de convergir (Observacao 1.6).
O sistema bidimensional é, portanto, intrinsecamente mais favoravel ao método de
Picard.
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Tolerancia 7 Nyax (EDO4, F = 2?)  Npa (EDO5, 2D)

102 6
10~ 8
106 11 10
1078 12 12
1010 14 14
10712 16 16

Tabela 13: Npax(7) comparativo entre os dois problemas (com §* e £* de cada um).

lterados necessarios Nmax(0, T)

30
— T=1le—-02
— T=1le - 04
— T=1e-06
25 4 =—— 1=1le-08
T=1e-10
T=1le-12
-—- &'=4378
201
151

Nimax(T)

10 4 I—I

Figura 19: Ny« (d,7) para seis tolerdncias.

Convergéncia dos iterados de Picard — &ny, = 0.9468

Avrene *_____.‘ —&— trapézio (numérico)
10° 4 ‘ @ retangulo {numérico)
l .-a- cotatedrica (6" =4.38, " =0.95)
10-2 4
o
£ 10744
%
b
£
o
= —
5 10784
108 4
10710
a
T T T T r T T T
0 2 4 6 8 10 12 14

iterado n

Figura 20: Convergéncia dos iterados de Picard para ex. Comparacdo entre trapézio,
retangulo e cota analitica M (5*) (e*)"/n!.
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x"=-=x+2sint, C(6)=1

B Ny tedrico (67)

1 EEE trapézio numérico
mmm retangulo numérico

iterados necessarios

1071 102 1073 1074 107°% 10-%
tolerancia T

Figura 21: Comparacao entre os Nyax obtido analiticamente e as iteragdes aos métodos do
trapézio e retangulo.

Um dos pontos que diferenciam a EDO tratada anteriormente nos Objetivos 1-4

e a do Objetivo 5 além do dominio é que a solucao (20) ¢ inteira.

8 Comparacao dos codigos

Esta secao reine uma analise comparativa dos cinco coédigos, considerando custo
computacional, comportamento do erro e o papel da constante C(§) na estruturagao
do método. Os resultados individuais de cada objetivo sao retomados aqui sob uma

perspectiva unificada.

8.1 Evolucao dos algoritmos

Arquivo  Dominio Complexidade
EDOl.py [0, 0,25] O(NL?)
EDO2.py [0, 0,5] O(NL?)
EDO3.py (—0,85, 0,85) O(NL?)
EDO4.py (—0,99, 0,99) O(NL)
EDO5.py (—1,1),d=2 O(NL)

Tabela 14: Sumério dos cinco objetivos.
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8.2 Erro de iteragao e erro de convergéncia

O erro total (12) decompoe-se em dois termos com dependéncias opostas em n e L:
aumentar n reduz o primeiro exponencialmente (via o fatorial) sem afetar o segundo;
aumentar L reduz o segundo como L™P sem afetar o primeiro. O L minimo efetivo para

equilibrio, dado N fixo, satisfaz

N
o )

8.3 Importincia de C'(0) na estruturagdo do algoritmo

Problema  C(0) Comportamento para € > *
1 =x? 2(1+ ), cresce Convergéncia lenta; com teto de [t| < 1.
Sistema 2D 1, constante Convergéncia global; sem teto pois a solucao é inteira.

Tabela 15: Impacto de C(0) na estruturacdo do método de Picard.

Para o caso dos objetivos 1-4, o leitor pode tentar executar o coédigo 4 para e > 1 e
ver a divergéncia acontecendo para os valores de [t| > 1. O fato de C'(J) = 1 para o
sistema bidimensional reflete a estrutura algébrica do campo: a parte nao-linear de F' é
apenas a forcante 2sent (independente de x), enquanto a parte linear Ax tem ||Al|, = 1.
Em geral, problemas cujo campo F' admite uma decomposigao F(t,x) = Ax + G(t)
com ||Al|, pequena e G uniformemente limitada sdo intrinsecamente mais favoraveis ao
método de Picard: a cota (6) decai mais rapidamente e dominios maiores sdo acessiveis
sem aumentar N. Por outro lado, ha uma limitagdo numérica ao aumentar o dominio
em ambos os casos, pois existe o aciimulo de erro do método numérico, mas esse erro

pode ser controlado com uma otimizacao dos parametros como mostramos.

9 Conclusoes

Este projeto implementou o método de Picard para dois problemas distintos e demons-
trou que o desempenho do método depende diretamente da estrutura algébrica do
campo F'.

Para F(t,z) = 2%, a constante de Lipschitz C(6) = 2(1 + §) cresce com §, de
modo que o produto C(§)e determina tanto o tamanho do dominio acessivel quanto
a velocidade de convergéncia. O raio 6timo ¢* = 0,25 é aquele que equilibra esses
dois efeitos; para € > €*, a convergéncia ocorre gracas a conexao entre os iterados de
Picard e as somas parciais da série geométrica (15), que converge para todo [t| < 1,

mas com custo crescente em N conforme ilustrado nas Tabelas 9 e 13. A otimizagao
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por acumulagdo incremental (Secao 6.2) foi necessaria para tornar viavel a exploragao
desse regime, reduzindo a complexidade de O(NL?) para O(NL).

Para o sistema bidimensional, C'(§) = 1 para todo d, reflexo de A ser uma
isometria. Com Ce =1 para ¢ = 1, a cota (6) decai monotonamente desde o primeiro
iterado, sem o periodo inicial de crescimento observado no Objetivo 4 quando Cepyy, =
3,96 > 1. Além disso, a solugao (20) é inteira, de modo que nao hé limitagao de dominio
analoga ao teto |t| < 1 do caso escalar.

A comparagao entre os dois problemas torna concreto o papel de C'(§): quanto
mais proximo de linear for o campo F' em z, mais favoravel é o método de Picard. Em
ambos os casos, o trapézio mostrou-se sempre preferivel ao retangulo, com ordem O(h?)
frente ao O(h) do retangulo, implicando um piso de erro mais baixo que nao pode ser
eliminado aumentando N.

Todos os cdédigos se encontram em GITHUB:

https://github.com/VictorMoura22/experimento-picard

Contato: victor.moura@ctec.ufal.br
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